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Выявлены особенности рэлеевского рассеяния на твердой частице, расположенной на малом по 
сравнению с длиной волны расстоянии от непроницаемой плоской границы. Выбор функции 
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представить решение данного порядка в виде суммы потенциальной функции и компоненты, 
выраженной через приближения низших порядков. Найдена потенциальная составляющая, ко-
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це и ее зеркальном изображении. Определена колебательная скорость центра частицы и ампли-
туда рассеяния. В низшем порядке по волновому числу амплитуда рассеяния выражается через 
монопольную и дипольную составляющие.
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящее исследование является продолжением 
работ [1, 2], в которых получено аналитическое опи-
сание динамики газового включения, расположен-
ного на малом расстоянии от межфазной границы 
между двумя контактирующими средами. В отличие 
от пузырька, инерционными свой ствами материа-
ла частицы пренебрегать нельзя, и подход, исполь-
зовавшийся в работах [1, 2], требует модификации. 
Рассеяние звука на объекте, расположенном на ма-
лом расстоянии от границы, является предметом ис-
следований на протяжении нескольких десятилетий. 
Интерес к этой задаче, обусловленный проблемами 
гидроакустики, предполагает рассеяние высокоча-
стотных сигналов [3–6]. В то же время при развитии 
акустических методов манипулирования объектами 
в задачах биофабрикации, акустофлюдики и ульт-
развуковой очистки [7–10], как правило, размеры 
объектов малы по сравнению с длиной волны.

Именно на развитие акустических методов 
манипулирования малыми объектами при нали-
чии ограничивающих поверхностей, в частности, 
на нахождение силы радиационного давления 
в этих условиях направлено данное исследование. 

Результаты, полученные в последнее время [11–14], 
являются основой для этой работы. Необходимый 
первый шаг состоит в нахождении первого прибли-
жения, т. е. решении линейной задачи рассеяния на 
частице, расположенной на малом расстоянии от 
межфазной поверхности. Упор сделан на получе-
ние приближенного аналитического описания, по-
зволяющего дать наглядную интерпретацию полу-
ченным результатам и использовать аналитические 
выражения при анализе нелинейных эффектов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Падающая волна φin рассеивается на мишени, 
состоящей из жесткой частицы с поверхностью Sp, 
расположенной над нижним полупространством 
с непроницаемой границей Sg (z = 0). Радиус ча-
стицы Rp и расстояние от центра частицы до гра-
ницы h много меньше длины волны. Геометрия за-
дачи иллюстрируется на рис. 1.

Введем обозначения для точки = x y zr ( , , )  и ее 
зеркального изображения = −x y zr ( , , )i . Рассмо-
трим функцию φ0, которая описывает решение за-
дачи рассеяния на границе в отсутствие частицы 
ϕ = ϕ + ϕr r r( ) ( ) ( ).i0 in in

КЛАССИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ 
И ТЕОРИИ ВОЛН
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Рассеянное поле φs удовлетворяет уравнению 
Гельмгольца и следующим граничным условиям:

∇ ϕ + ϕ =kr r( ) ( ) 0,s s2 2  ∇ ϕ + ∇ ϕ =n n nu( ) ( ) ( ),s
0  

 ∈ Sr ,p  ∇ ϕ =n( ) 0,s  ∈ Sr ,g

 (1)

здесь u  – скорость центра масс частицы, а  n  – 
внешняя нормаль как по отношению к частице, 
так и нижней среде.

Уравнение Гельмгольца может быть записано 
в интегральном виде
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где G(r,r') – функция Грина. Выбор функции Гри-
на, удовлетворяющей граничному условию на Sg 
(z = 0),
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приводит к тому, что интегрирование в формуле (2) 
осуществляется только по поверхности частицы.

Поскольку ϕ r( )0  также удовлетворяет этому 
интегральному уравнению, то для полного поля 
ϕ = ϕ + ϕr r r( ) ( ) ( )T s

0  имеем:
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При нахождении решения в длинноволновом 
приближении мы будем использовать методику, 
предложенную в работе [15]. Представим низкоча-
стотное разложение входящих в формулу (3) вели-
чин в виде:
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Если φin(r) – плоская волна φin(r) = φmexp[i(kr)– 
iωt], распространяющаяся в направлении ek = k/k, 

то φ0n(r)/φm = [(ekr)Rp
–1]n + [(ekri)Rp

–1]n. В сфериче-
ской системе координат, связанной с центром ча-
стицы, ( )= θ α θ α θe sin cos ,sin sin ,cosk in in in in in .

Подставляя разложение функции Грина, полу-
чаем уравнения для искомых величин
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Это уравнение выражает n-й член разложения 
в терминах всех предыдущих, включая n-й. Одна-
ко преимущество данной записи состоит в том, что 
член в правой части, содержащий ϕ ,n

T  является по-
тенциальной функцией – решением уравнения Ла-
пласа [15]. Следовательно, искомое решение может 
быть представлено в виде

 ϕ = + φFr r r( ) ( ) ( ),n
T
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Таким образом, если известны ϕ r( )m
T  для m = 

= 0,1,…(n – 1), то нахождение ϕ r( )n
T  сводится к ре-

шению следующей граничной задачи для φn :
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Первые члены разложения имеют следующий 
вид:
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Описание рэлеевского рассеяния на твердой части-
це, расположенной вблизи межфазной границы, 
сводится, таким образом, к решению следующей 
краевой задачи:
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Направление оси x можно выбрать вдоль проекции 
волнового вектора, так что α = 0.in

ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИя

Следуя [16], мы ищем решение в виде суммы 
потенциалов, центрированных на частице и ее зер-
кальном изображении
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здесь Ylm – сферические функции, Ilm – иррегуляр-
ные пространственные гармоники. Для того что-
бы удовлетворить граничным условиям при z = 0, 
необходимо выполнение условий blm = (–1)l+malm.

Для выполнения граничных условий на поверх-
ности частицы, необходимо преобразовать про-
странственные гармоники, центрированные на 
зеркальном изображении, к координатам, центри-
рованным на частице. Теорема сложения [17] обе-
спечивает эту связь
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Потенциал первого приближения принимает 
при этом вид
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где мы сохранили обозначение alm  для пере-
нормированных коэффициентов разложения 

π + →a l a4 / (2 1) .lm lm Подстановка (12) в  кине-
матическое граничное условие (9) и проектирова-
ние на ∗YLM  дают
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Вид правой части определяет наличие только 
M = ±1.

Степенная зависимость коэффициентов от па-
раметра ε = R h( / 2 )p  позволяет, следуя [16], ис-
кать решение в виде
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях m, получаем:
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Как отмечено в  [16], получаемые соотношения 
представляет собой, по существу, рекуррентные 
формулы, позволяющие найти решение в явном 
виде:

 α = − α = = α = α =L1, 0 ( 2,3,...), 0, 0,L L L10 0 1 2

 

∑α = −
+

+
+

×

×
+ +

+ − − +
α =

= −
+

+
−

α =

= −
+

+
−

+

=

∞

− −

+

L
l

l
L

l L l L
l l L L

L
L

L
L

L
L

L
L

( 1)
1

( 1)
2 1
2 1

( )!( )!
( 1)!( 1)!( 1)!( 1)!

( 1)
1
2

3
2 1

(1 )!
2( 1)!

( 1)
1
2

3
2 1

(1 )!
2( 1)!

,

L
l L

l

l l

L

L

3
1

(3 2 1)

1
10

 α = − α = α = α =(1 / 2),
3

5
, 0, 0,L L13 23 4 5

 

∑α = −
+

+
+

×

×
+ +

+ − − +
×α =

= −
+

+
−

α =

= −α α = α α =

+

=

∞

− −

+

L
l

l
L

l L l L
l l L L

L
L

L
L

( 1)
1

( 1)
2 1
2 1

( )!( )!
( 1)!( 1)!( 1)!( 1)!

( 1)
1
2

3
2 1

(1 )!
2( 1)!

/ 2, 0,

L
l L

l

l l

L

L L L

6
1

(6 2 1)

1
13

3 13 3 7
  (16)

 

∑α = −
+

+
+

×

×
+ +

+ − − +
α =

= −
+

+
+

−
α =

= − +
+

+ −

+

=

∞

− −

L
l

l
L

l L l L
l l L L

L L
L

L
L

L L
L

L L

( 1)
1

( 1)
2 1
2 1

( )!( )!
( 1)!( 1)!( 1)!( 1)!

( 1)
(2 )

3
5

2 1
(1 )!

3!( 1)!

( 1) (2 )
(1 )!

3!(2 1)( 1)!
,

L
l L

l

l l

L

L

8
1

(8 2 1)

23

 

 

∑α = −
+

+
+

×

×
+ +

+ − − +
α =

= −
+

+
−

α =

= −α α = α

+

=

∞

− −

+

L
l

l
L

l L l L
l l L L

L
L

L
L

( 1)
1

( 1)
2 1
2 1

( )!( )!
( 1)!( 1)!( 1)!( 1)!

( 1)
1
2

3
2 1

(1 )!
2( 1)!

/ 4.

L
l L

l

l l

L

L L

9
1

(9 2 1)

1
16

3 16 3

Точность представления решения определяется сте-
пенью параметра ε = >R h( / 2 ) (1 / 2)p . Так, точ-
ность в два порядка обеспечивается учетом членов 
до ε ≈ 0.01.7  С этой точностью решение имеет вид:
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Следующим шагом является нахождение скорости 
колебательного движения центра частицы.

КОЛЕбАТЕЛЬНАя СКОРОСТЬ ЧАСТИцЫ

Скорость центра частицы определяется из усло-
вия баланса инерционных сил и давления, действу-
ющего на поверхность частицы, которое в линей-
ном по волновому числу приближении сводится к
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 (18)

здесь ρp  – плотность частицы, а  ρw  – плотность 
жидкости. В линейном приближении частица мо-
жет совершать колебания только параллельно по-
верхности границы, вдоль направления падающей 
волны. Условие непроницаемости границы при-
водит к обращению в нуль линейной (по параме-
тру <<kR 1p ) нормальной компоненты скорости. 
Нормальная компонента появляется при учете сле-
дующего порядка теории возмущений по параме-
тру <<kR( 1)p . Вычисление поверхностного инте-
грала приводит к следующему выражению:
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здесь = ϕv ik2x x m
(0)  – скорость, наведенная пада-

ющей и отраженной от границы раздела волнами 
в точке, совпадающей с центром частицы, но в отсут-
ствие самой частицы. При увеличении расстояния до 
границы M → 0 выражение для скорости переходит 
в известную формулу для свободной частицы.

ПОЛЕ В ДАЛЬНЕЙ ЗОНЕ – 
АМПЛИТУДА РАССЕяНИя

Поведение рассеянного поля в  дальней зоне 
kr >> 1 удобно описывать в терминах амплитуды 
рассеяния: φs/φ0 ≈ f(θ, α)(eikr/r). Используя пред-
ставление для рассеянного поля (2) и асимптоти-
ку для функции Грина (eikR/R) + (eikRi/Ri) ≈ (eikR/r) 
[e–ik(err' ) + e–ik(err'i)], получаем
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Подставляя в это выражение низкочастотное раз-
ложение для потенциала (4) и компонент функции 
Грина, получаем
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Первый член разложения l = 1, m = 1 не дает 
вклада. Для членов второго порядка (l = 2) имеем:
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Вычисление отдельных членов, входящих в это вы-
ражение, приводит к следующим результатам:
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Данное слагаемое связано с монопольным источ-
ником в центре частицы, который учитывает сжи-
маемость окружающей частицу среды (во втором 
порядке по волновому числу), вызванной пада-
ющим полем. При описании этого вклада можно 
учесть сжимаемости материала частицы, что при-
ведет к появлению множителя − ρ ρc c(1 / ).w w p p

2 2

Вычисление вклада слагаемого, связанного 
с колебательной скоростью частицы, дает:
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Этот вклад обусловлен дипольным источником 
в центре частицы, который учитывает колебатель-
ные смещения центра. Однако поскольку для излу-
чения важна относительная скорость (по отноше-
нию к среде), то физический смысл имеет сумма 
с приведенным ниже слагаемым:
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здесь = = θ⊥⊥
ke k / (sin ,0,0).k in  Это слагаемое 

связано с дипольным источником в центре части-
цы, который учитывает колебательные смещения 
среды, вызванные падающей волной.

Вычисление вклада, связанного с рассеянным 
полем, наиболее громоздко:

(26)
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При вычислении вклада φ ′r( )1  мы воспользуем-
ся тем, что
 = − −a a ,l l1 1

 Y Ysin 'cos ' 2 / 3[ ( ', ') ( ', ')],1 1 11θ α = π θ α − θ α−
∗ ∗

 i Y Ysin 'sin ' 2 / 3[ ( ', ') ( ', ')].1 1 11θ α = π − θ α − θ α−
∗ ∗

Суммируя вклады отдельных слагаемых, полу-
чаем
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 (27)

Амплитуда рассеяния определяется вкладом мо-
нопольного и дипольных источников. При удале-
нии частицы от поверхности (M → 0), это выраже-
ние совпадает с удвоенной амплитудой рассеяния 
на свободной частице – наличие жесткой грани-
цы приводит к наличию рассеянного поля только 
в верхнем полупространстве. Интенсивность мо-
нопольного источника не зависит от расстояния до 
границы только в рассмотренном низшем порядке 
по параметру <<k R h( , ) 1p .

ОбСУЖДЕНИЕ

Представленные выше результаты относятся 
к простейшему случаю твердой частицы, распо-
ложенной вблизи непроницаемой границы. Необ-
ходимые предпосылки для обобщения на общий 
случай упругой частицы, расположенной вблизи 
границы двух упругих сред, имеются. Найдена низ-
кочастотная асимптотика функции Грина для двух 
упругих полупространств [18]. Развитые в данном 
исследовании приближенные методы пригодны 
для описания общей задачи, но требуют гораздо 
более громоздких вычислений.

Важным обобщением является анализ рэлеев-
ского рассеяния на частицах со смещенным цен-
тром масс, в частности, на “янус” частицах [19–
21]. Новым физическим эффектом при этом явля-
ется возбуждение вращательных степеней свободы. 
При описании рассеяния на несферических части-
цах актуальным становится применение числен-
ных методов решения. Наряду с использованием 

традиционного метода Т-матриц [22] возможно 
применение альтернативных подходов: метода ди-
аграммных уравнений [23] или метода дискретных 
источников [24].

В условиях, когда диссипативные процессы не-
существенны, решение линейной задачи позволя-
ет описать ряд нелинейных (квадратичных) эффек-
тов, в частности, силу радиационного давления на 
частицу. Нахождение этой силы сводится к вычис-
лению интеграла по поверхности частицы от би-
линейной комбинации решений линейной задачи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для жесткой частицы, расположенной вблизи 
непроницаемой границы, дано аналитическое опи-
сание рэлеевского рассеяния. Потенциал вблизи 
частицы описывается суммой мультиполей, цен-
трированных на частице и ее зеркальном изобра-
жении. Интенсивность мультиполей определяет-
ся отношением радиуса частицы к расстоянию до 
межфазной поверхности. Амплитуда рассеяния, 

θm

θ1

θ2

Падающая волна

Частица

Отраженная волна

r1

r2

Граница

Мнимая частица

h

x

Rp

z

Рис. 1. Иллюстрация геометрии задачи: падающая 
волна распространяется в  направлении волново-
го вектора = θ θkk / (sin ,0,cos )in in  и  рассеи-
вается на частице радиуса R ,p  расположенной на 
расстоянии h от границы непроницаемой среды. 
Мнимая частица используется для описания взаи-
модействия с границей. Сферические системы ко-
ординат, центрированные на частице и ее зеркаль-
ном изображении = θ αrr ( , , ),1 1 1  = θ αrr ( , , ),2 2 2  

= + hr r e2 ,z2 1  используются при построении по-
тенциального решения краевой задачи.
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характеризующая поле в дальней зоне, имеет такую 
же зависимость от волнового числа, как и при рас-
сеянии на свободной частице, и состоит из вкла-
дов монопольной и дипольной составляющих. От 
расположения частицы зависит только дипольная 
компонента. Колебательная скорость центра части-
цы зависит от расстояния до границы посредством 
эффективной инерционной массы жидкости.
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